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一种运动部分解耦的 2R2T并联机构运动学与性能分析
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围分别可达 - 44毅 ~ 60毅和 - 35毅 ~ 52毅。 对机构进行了运动 /力传递性能分析,得到了工作空间内的性能分布情况,
以全域传递指标为目标对机构进行了尺度优化。
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Abstract: A novel parallel manipulator with two rotations and two translations was proposed. The moving
platform of the parallel manipulator was connected to the fixed base through four kinematic limbs. Four
prismatic joints can be used as actuations to fully control the motion of manipulator. The mobility and
motion characteristic of the manipulator were analyzed by using Lie Group theory. Position model of the
parallel manipulator was established. Inverse and forward position solutions were analyzed. It was
demonstrated that the analytical expressions can be obtained for the inverse and forward position
solutions. Partially decoupled motion characteristic of the manipulator was analyzed. Position of the
moving platform can be determined by two limbs. Singularity analysis was conducted based on Jacobian
matrix. Singular configurations, including inverse kinematic singularity, forward kinematic singularity
and combined singularity were analyzed. Workspace and singularity curves were determined. It was found
that the singularities located near the boundary of the workspace and the parallel manipulator had
relatively high rotational capability. The rotational ranges in two directions were -44毅 ~60毅 and -35毅 ~52毅,
respectively. Performance analysis was carried out by using the method of motion / force transmission.
Performance distribution over the orientation workspace was sketched. Global performance index was used
in optimal design of the manipulator. The proposed parallel manipulator can be used in many fields such
as five axis machine and motion simulator.




此得到了广泛的研究[1 - 8]。 能输出两转动两移动

























过 4 条分支与基座相连。 其中,分支 2 是 PRU链(P
为移动副,R为转动副,U 为虎克铰),分支 3 是 PSS
链(S为球副),分支 1、4 可视作共用末端虎克铰的




记分支 1、2、4 中转动副中心点为 A1、A2、A4,虎
克铰中心点为 B1、B2,记分支 3 内与移动副相邻的
球副中心点为 A3,与动平台相邻的球副中心点为
B3。 点 A1、A2、A3在水平面的投影形成等腰三角形
C1C2C3,其中 lC1C3 = lC2C3,C1C2长度为 2a,C3到线段
C1C2的垂直距离为 a。 动平台 B1B2B3也为等腰三角
形,lB1B3 = lB2B3,B1B2长度为 b,B3到线段 B1B2的垂直
距离为 b / 2。 在基座水平面上建立定坐标系 oxyz,其
中原点 o位于 C1C2中点,x轴指向点 C2,y 轴指向点
C3,z 轴垂直于水平面向上。 在动平台上建立动坐





Fig. 1摇 Diagram of parallel manipulator
摇
图 2摇 并联机构三维模型
Fig. 2摇 3D model of parallel manipulator
摇
支 1 和分支 4 在 B1点共用虎克铰,杆 A1B1和 A4B1通
过复合转动副连接到虎克铰的第一转轴,因此分支
1 和分支 4 形成一个局部的 PRR PRR 平面闭环。













同理,分支 2 的运动集 L2可表示为
L2 = {T(z)}{R(A2,y)}{R(B2,y)}{R(B2,u)} =
{G(y)}{R(B2,u)} (2)
因点 B1、B2同在 u轴上,{R(B1,u)} = {R(B2,
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u)},故
L2 = {G(y)}{R(B2,u)} = {G(y)}{R(B1,u)}
(3)
由于分支 3 具有 6 自由度,其运动集 L3是六维
李群,可表示为
L3 = {D} (4)
根据李群理论,动平台的运动是分支运动集的
交集,可得


























驱动关节为各分支中的移动副。 由于点 o 和点 p 始
终在 xoz平面内,动坐标系可视为将定坐标系沿向
量 p = (x,0,z) T平移,再绕 y 轴转动角度 琢,最后绕
x轴转动角度 茁得来。 动平台的位姿参数可由两个
位置参数 x、z和两个姿态参数 琢、茁表示。
显然,当分支 1 和分支 4 中移动副位置参数给
定后,点 B1位置就已确定,即输出参数 x和 z的值完
全由分支 1 和分支 4 的输入参数决定。 因此,该机
构具有运动部分解耦的特点。
令 di( i = 1, 2, 3, 4)表示分支 i中移动副的位
移。 根据前述几何关系,点 Ai在定坐标系中的位置
矢量为
A1 = ( - a,0, - d1) T
A2 = (a,0, - d2) T
A3 = (0,a, - d3) T











Bp1 = (0,0,0) T
Bp2 = (b,0,0) T












Bi = RBpi + p (8)
其中 R = R(y,琢)R(x,茁) =
cos琢 sin琢sin茁 sin琢cos茁
0 cos茁 - sin茁














B1 = (x,0,z) T
B2 = (bcos琢 + x,0,z - bsin琢) T
B3 =
x + b(cos琢 + sin琢sin茁)2
bcos茁
2
































|A1 - B1 | = l
|A2 - B2 | = l
|A3 - B3 | = l









式中摇 l———连杆 AiB i长度
将式(6)、(10)代入式(11),可得
f1:(x + a) 2 + ( z + d1) 2 = l2 (12)
f2:(x + bcos琢 - a) 2 + ( z - bsin琢 + d2) 2 = l2
(13)
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f3 [: x + b(cos琢 + sin琢sin茁) ]2




z + b(cos琢sin茁 - sin琢)2 + d ]3
2
= l2 (14)
f4:(x + a) 2 + ( z - d4 + d) 2 = l2 (15)
位置逆解是在给定动平台输出参数 x、z、琢、茁 的
条件下,求解驱动关节输入参数 di( i = 1, 2, 3, 4)。
根据式(12) ~ (15),可得位置逆解的表达式为
d1 = - z 依 l2 - (x + a) 2
d2 = - z + bsin琢 依 l2 - (x + bcos琢 - a) 2
d3 = - z -
b(cos琢sin茁 - sin琢)
2 依
l2 [- x + b(cos琢 + sin琢sin茁) ]2
2 (- bcos茁2 - )a
2






















(d - d4) 2 - d21
2(d1 + d4 - d)
(17)
(2)在 z确定之后,通过式(12)可得
x = 依 l2 - ( z + d1) 2 - a (18)
由式(18)可知,在给定 d1和 d4后,x 有两种情
况。 在图 1 所示的装配条件下,“ 依 冶应取正号。 为
表达简单起见,z的具体表达式并未代入式(18)中。
可知,x和 z的表达式中仅含输入变量 d1和 d4
后,证明了输出参数 x 和 z 的值完全由分支 1 和分
支 4 的输入参数决定。
(3)在得到 x 和 z 的表达式后,可通过式(13)
解出 琢。 将式(13)展开,可得
x2 + z2 + a2 + b2 + d22 +
2xbcos琢 - 2xa - 2abcos琢 -
2zbsin琢 + 2zd2 - 2bd2sin琢 = l2 (19)
引入三角变换,令 t1 = tan
琢









Lt21 +Mt1 + N = 0 (20)
其中
L = x2 + z2 + a2 + b2 + d22 - 2xa + 2zd2 - l2 - 2xb + 2ab
M = - 4zb - 4bd2
N = x2 + z2 + a2 + b2 + d22 - 2xa + 2zd2 - l2 + 2xb - 2ab
通过式(20)可得
t1 =
-M 依 M2 - 4LN
2L (21)
则 琢表达式为
琢 = 2arctant1 (22)
分析可知,琢仅和输入参数 d1、d2、d4有关。 在 x
和 z确定后,对应某一给定的 d2,琢 有两种可能,分
别对应两种不同的装配方式。
(4)在 x、z 和 琢 都确定后,代入式(14)。 同样










茁 = 2arctant2 (23)
可知,茁和所有的 4 个输入参数都有关。 在 x、z
和 琢确定后,对应某一给定的 d3,茁 同样有两种可







点 p(B1)处,但可将刀具安装在点 B1和 B2连线上,
这样刀具在 y方向上位置仍保持为 0。 如果刀具安
装在动平台上的一般位置,则刀具在 y 方向上将会





数 a = 160 mm,b = 140 mm,杆 AiB i长度 l = 200 mm,
d = 500 mm。 给定一组输入参数 d1 = 144郾 64 mm,




Tab. 1摇 Direct position results
序号 x / mm z / mm 琢 / (毅) 茁 / (毅)
1 10 - 250 30 30
2 10 - 250 30 43郾 93
3 10 - 250 - 110郾 92 - 112郾 18
4 10 - 250 - 110郾 92 82郾 51
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摇 摇 表 1 仅列出了正解中的 4 组实数解。 取正解的
第 1 组数据,代入式(16)中,可得到 4 个输入参数
的 16 组逆解结果。 其中存在一组数据为 d1 =
144郾 64 mm, d2 = 122郾 08 mm, d3 = 105郾 16 mm, d4 =

















































































































































Fig. 5摇 Direct kinematic singularity
式(24)进一步证明了机构在 x和 z方向的移动






当 det(JA) = 0 且 det(JB)屹0 时,机构发生逆
解奇异。 分析可知,仅当某条分支中杆 AiB i垂直于
所在分支中移动副轴线时,满足逆解奇异条件。 机
构的一种逆解奇异位形如图 4 所示。 此时,动平台
的自由度瞬时减少。
图 4摇 逆解奇异
Fig. 4摇 Inverse kinematic singularity
摇
(2)正解奇异
当 det(JB) = 0 且 det(JA)屹0 时,机构发生正
解奇异。 分析可知,存在两种正解奇异情况。
情况 1:点 A2、B2、B1共线。 此时,动平台绕 y 轴
方向的转动不受控制。 图 5a 给出了一种对应的正
解奇异位形。
情况 2:线 A3B3与线 B1B2相交。 此时,机构绕 u
轴的转动不受控制。 图 5c 给出了一种对应的正解
奇异位形。
在位置分析部分给定机构参数情况下,令 z =
- 250 mm,根据 det(JB) = 0,可绘制工作空间内的
正解奇异曲面,其中,正解奇异情况 1、2 分别对应两
个空间曲面,如图 5b所示。
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(3)组合奇异
当 det(JA) = 0 且 det(JB) = 0 时,机构发生混
合奇异。 图 6 给出了其中一种情况。
图 6摇 组合奇异







移动副行程为 0 mm臆di臆250 mm,球副转动范围限
制在 50毅的锥体内。 由于机构驱动关节均为沿 z 轴





Fig. 8摇 Two鄄dimensional workspace and singular curves
需要注意的是,正解奇异可能存在工作空间内
部,将工作空间分割成若干部分。 为方便观察,令 x
分别取 - 140、 - 70、0 mm,绘制 琢 和 茁 参数的二维
工作空间和奇异曲线,如图 8 所示。 可以发现,机构
的正解奇异分布在工作空间边缘部分,几乎不影响
机构的转动能力;机构的无奇异转动空间很大,中间
位置(图 8b)两个方向的转角范围分别可达 - 44毅 ~














| $ Ai 莓 $ Ti |
| $ Ai 莓 $ Ti | max
(25)
浊i =
| $ Oi 莓 $ Ti |
| $ Oi 莓 $ Ti | max
(26)
祝 = min{姿 i,浊i}摇 ( i = 1,2,…,n) (27)






姿 i、浊i 和 祝 是与坐标系无关的无量纲指标,取
值在 0 ~ 1 之间,祝越趋近 1,表明机构的运动 /力传
递性能越好,而 祝越趋近 0,表明机构越靠近奇异位
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形。
在坐标系 oxyz中,令 ria(i =1, 2, 3, 4)和 rib(i =
1, 2, 3)分别表示 Ai点和 B i点的位置矢量,分支 1
的运动螺旋为
$ 11 = (O;z)
$ 12 = (y;r1a 伊 y)
$ 13 = (y;r1b 伊 y)











$ 13———虎克铰第 1 转动运动螺旋
$ 14———虎克铰第 2 转动运动螺旋
O———零向量
对式(28)求反螺旋,可得分支 1 的约束螺旋为
$ r11 = (y;r1b 伊 y)
$ r12 = (O;y 伊 u
{ ) (29)
分支 1 输入运动螺旋 $ A1 = $ 11,传递力螺旋
$ Ti与分支内所有被动螺旋互易积为零,即
$ T1 莓 $ 1j = 0摇 ( j = 2, 3, 4) (30)
可求得分支 1 传递力螺旋为




$ T2 = (rA2B2;r2a 伊 rA2B2) (32)
$ T3 = (rA3B3;r3a 伊 rA3B3) (33)
$ T4 = (rA4B1;r4a 伊 rA4B1) (34)
为求分支 1 传递力螺旋 $ T1对应的输出运动螺
旋,可将分支 2、3、4 中传递力螺旋视为约束螺旋,与
机构约束螺旋系组合形成一个秩为 5 的螺旋系。 对
该螺旋系求反螺旋,则可得到分支 1 的输出运动螺
旋 $ O1。 类似地,可以求得分支 2、3、4 的输出运动
螺旋 $ O2、 $ O3和 $ O4。
将求得的输入运动螺旋、传递力螺旋和输出运
动螺旋代入式(25) ~ (27)中,可得机构的局部传递
指标。 图 9 给出的是在前述机构尺度参数下, z =
- 250 mm,x = - 70 mm时姿态工作空间中心区域的





义工作空间内局部传递指标大于 0郾 7 的区域为优质
传递空间,优质传递空间与整体工作空间的比值为
全域传递指标
图 9摇 局部传递指标分布图 (a = 160 mm,l = 200 mm)
Fig. 9摇 Distribution diagram of local transmission index














显然 滓取值于 0 到 1 之间,滓越大,表明机构优
质传递空间越大,机构的性能越好。





Fig. 10摇 Variation of global transmission index
摇
图9对应机构尺度参数 a =160 mm,l =200 mm,对
应图 10 中点 1,此时,滓 = 0郾 47。 可在点 1 左上方取
点 2,对应 a = 150 mm,l = 210 mm,滓 = 0郾 54。 显然,
点 2 尺度参数对应的机构性能更优,绘制该参数下
的局部传递指标分布图如图 11 所示。 可以发现,局
部传递指标大于 0郾 7 的部分(白线所围区域)相较
于图 9 得到了扩大,机构性能得到了优化。
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图 11摇 局部传递指标分布图 (a = 150 mm,l = 210 mm)
Fig. 11摇 Distribution diagram of local transmission index
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